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S u m m a r y  
Report the results of this research is the first year report of 2 (two) years of resea~ch 
proposals submitbed Therefore, this repor! covers only the set-valued function Pettis 
interntion with X nmsepamble Banach spaces. The results of this report does not 
include the exist- ofmmIwb1e. selectors ofthe set-valued W o n  whose v a l w  are 
in non-separable Banach spaces as the proposed rasearch goals for two yeai$. 
The tesdts of of this research is an extension of the results that b e  been studied by 
other researchers on P d s  integration to the set-valued function in the context of a 
separable Banacb space [ Tbeom 5.1. W ,  Hesq 2000, Ziat 1997, 2009. CWJaing, 
ValacEeir, 1977 1. Extension of a separable Bmach space into non-separable, the other 
conditions required add on its J3anach space, so that Pettis integration of the set-vakued 
Man can still be done. Based on the results of research that has been conducted, 
found that a Banach space X has the helnr& Mea~wable Sehtor Property with 
respect to y shortly y - SMSP, that is for every scalarly measurable set-valued 
function F: (a,Z,p) 4 cwk(X) has a scalarly measurable selector. Besides Bmach 
space X also must have the y - Pettis integral Property (shortiy p - PIP, that is 
every scalarly measurable and scalarly bounded selector is Pettis integrable. 
In this research studied the set-valued function F:  (fl,Z.y) -+ cwk(X), which 
(It,X, y) is a complete finite measure space and cwkQ is a callection dl nonempty 
subset of a compact-convex-weakly of Banaeh space X. 
To a set v a l d  bction F:  ( a ,  Z, p)  + cwk(X) and A E Z, conscanstructed collection 
S(F.1) = ($A f dp I f relektor yang terintegral Pettlr puda A dari F ) .  
The results showed that for every set-valued h t i m  F: (Q,E,y) -+ cwk(X) is 
P& integrable on Banach space X with mn-separable, always contain selectors of F 
Pettis integrable (Theorem 5.3). Next show that fbr any set A E L The Pettis integral 
fA F d p  coincide wit& the closure of S(F, A) (l'heorem 5.4). 
In the next mdf introduced a collection HF = {6*(xa, P) I X* E Brf c p, 
where the fundon 6'(x*, F) : R -+ iR is defined as 
6*(x*, F )  (w)  = 6*(xS, F(o) )  


















R I N G K A S A N  
Laporan hasil peneltian ini merupakan lapom hasil tahm pertsme dari 2 (dm) 
tahun usulan peneilitiw yang diajukrm. OIeh karem itu laporan ini b y a  meliputi 
pengintegralb Pettis m s i  bemilai himpunan P: (n,Z, p)  -+ cwk(X) dengan X 
Banah non-separaibfe. Hasil lapom ini tiflak menoakup eksistensi dektar 
terukur dari fungi bemiki himpunan yaog nilai-nilainya berada di dalam ruang 
Banaoh non-separable sebagaimaaa t u j m  penelitian yang diurulkan selama dua 
tahm 
Hasil penelitian ini merupakan perluasan drUi h i 1  yang el& a h t i  oleh para 
peneliti lain tentang pen&tegr&lan Petbis wtuk W s i  W l a i  milaihirmpunan dalam 
konteks ruang Banach yang separable [ T m m a  5.1, M, Hess, 2000, Ziat 1997, 
2000, Cwttamg, Valadeh, 19m. Upaya perluasan dari ruang Banach yang 
separable rnenja non-separable, diperlukan syarat lain pda rung B~n&oh-nya, 
sehingga pangintegralan Pettis lhgsi bernilai himpunan dapt dikeqakan. 
B e r m  hasil penditian ymg telah d i l m  diperoleh bahw ruang 
Banach X harus mempunyai sifat SMSP- p ( scalarijj measurable selector pmperty- 
p), yaitu untuk setiap fungsi bernilai ~~ F: ( a ,  Z,p) 4 cwk(X) mempunysi 
selektor-selektor yang t e h  secara slrafar. Disamping itu ruang Bmch  X juga 
h s  mempunyai sifat PIP-p ( Petti8 integ?aI propeq) , p i tu  setiap mlekkx- 
selektor di dalam F yang terukur secara sltalar 8an terbatrrs secam skalar terintegral 
Pettis terhadap ukuran p . 
Dalam penelftian ini ditinjau m i  kmilai himpunnaF:(il,I;,&) 4 cwk(X) 
dimana (n, Z, p ) mempakan m u g  u k m  berhingga yang lengkap dan cwk(X) 
adatah koleksi semua himpunan wan tak kosong yang kompak-konveks-weakly 
dari m g  BanachX. 
Untuk fungsi bernilai himpunan F: (a ,  Z, p) 4 cwk(X) dan A E Z, dibangun 
koleksi 
S(F.1) = (sA f dp I f selektor ymag terintegrd PettLI pada A dari F} .  
Has11 penelitian menunjukkan bahw mtdc setiap fungsi b e d a i  h h p w  
F:(R,Z,p)  + --tk(X) yang terintegal Fettis dengan rumg BaSlntch X non- 
separable, selalu memuat seleksor-selekhr yang krhtegral Pettis dan' F ( Teorefna 
5.3). Burikutnya memperlihatkan bahm un* d a p  himpunan A E E, integral 
Pettis $, F d p  . sepadan (coincide) d e w  penutq (clostae) dari S(F. A)  (Teemma 
5.4). 
Pada hasil betihtnya, diperkenalkan koleksi 
HF = {8*(xa, F) I I* E BX.} C R',


















meosurahJe selector p r o p e w )  d& sifat PIP- p ( pet& integral prop&& .u). &l 



















For separable B-h space X has been obtained that the Pettis integral F if rurd only if 
the collection H p  = (S8(x+, F) I X* E Bx.} mifomiy integrable. By replacing X non- 
separable, the resuits of of this t emch  sh~w that the equivalence remains valid as long 
as the Banach space X has the p-SMSP properties ( Wwiy M w h l e  Sehtor  
Property ) and the properties of PIP-p ( Pettis Integral Property-p ). This is shorn in 
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Pengintegrah fungsi W a i  himpunan dalam beberap dekade terakhir 
ini banyak dipehjajan: dan diteliti oleh para ahli Matemath dalam mn@a 
pengembangan kalkulw yang lebii gened. Pada awalnya gagcwtn yang sangat 
bsrpengamh terbdap para penelit6 yang telah mempeioporinya, lebih banyak 
diiihami oieh permasalh yang timbul pada Teori Kontrol dan Matematika 
Ekonm. Penjelam tentang ha1 ini &pat dilihat pada pqm dari Amann [R 
Aumann1965] dan Deb~eu [ G. Debm,1967). D d m  juga pada monograph 
ymg disusun oleh Castaing clan Valadier [Castaiag, Valadier, 1971J, Klein dm 
Thompson [Kleia, Thompson, 19841 atau hasil survey yang d k ~ i k a n  oleh H w s  
[C. Hess, 20021. 
Bwkaiw dengan hal tersebub, tedapa kberapa altematif mengetmi 
pendefinisian io:be&ral fungsi bernilai himpunan. Pertama adaiah, deftnisi yang 
diperkendkan oIeh Aumann [R. Aumann, 19651 . Aumann menggudm t e k d  
selektor yang terintegral Lebesgue. Dia mendefinisii integral fungsi benilai 
himpunan sebagai kdeksi semua selektor W y a  yang terintegd Lebesgue. 
Berilcutnya definisi ymg dipublikasiken oleh Debrue [G. Debnte, 1%7j yaag 
dikenal sebagai ahli ekonomi. Debrue telmik embedding di dalam 
m g  Banach dari fungsi-fungsi yang terbatas. Kemudian den@ pengintegralan 
Bochner ( g e d w i  integral Eebesgue), dia rnengk-i integral fungsi 
bernilai himpunan. Kedua de&i di atas hik OW Aumann maupun Debrue, alat 
utamanya addah Teori Ukuraa (memure tkory). 
B d w i a  halnya dengan yang telith dikejakan oleh 2. Artstein dmtn J.A 
Bum [Artstein, Bum, 19751. Dalm ppanya, kedua penulis mmerapkan konsep 
integral Mc-e untuk pengintegralan h g s i  bernilai himpunan. Dimaaa nilili- 
niIai fungsinya m e r u e  hiplpwnan kmpidc tak kosong. Kita aetahui bahwa 


















Pmmpm komq integral fun@ bemilai vektor sebagaimana yang 
dilakukan oleh Z. Artstein dan J.A Burn , untuk mendefinisikan integral fungai 
bemild himgunan banyak dilakukan oleh para peneliti, mtara lain oleh Cawales 
[cascales, Kadets, Rodriguez, 20041 yang menggudm konsep in&@ Birkhoff 
untuk mendefinisikan intern1 ibgsi bemilai himpunan ymg nilai-nilai b e M  di 
dalam koleksi semua himpunan bagian talc kosong ymg kompak-kmvek-weakly 
dari ruang Bawch Selanjutnya oleh peneliti sendiri [ M u s W  20071 den* 
konsep yaplg sama, nmun mengambil m i  b e W  him- yang nilai-nilai 
b e d  di dalm koleksi semua himpunan bagiaa tak kosong yang ferhltup dan 
terbatm dari ~uang Banach. 
Dalam konteks integral vektor, konsep integral yang lebib l ~ ~ l u m  &ah 
integral Pettis yang diperkemkan oleh J. Pettis pada tahun 1938 lp*, 19381. 
Sebagamam peneliti lainnya, konsep tersebut juga banyak digunakan untuk 
mendefisikan integral fuugsi bernilai W p m .  D h  manograph Castaiag 
dan Valedair [ W i n g  dan Valedair,l977] diperkenalkan pencbfinisiarh integral 
fungsi bernilai himpunm di dalam m g  Barmach dengan rnenggunakm integd 
Pettis. Demikian juga El.Amri dan Hess [Amri dm Hess,;ZW] menedefinisikan 
hal yang sama (menggunhn &tewl Pettis) dengan metDde yang sedikit 
berbeda. 
Sejak itu baayak peneliti yang mengembangkan integGal fungsi b e d a i  
him- deugan menerapican integral Pettis p. Pi- 200q. Hal ini tejadi 
karena adanya suatu T m m a  yang wgat terkenal dari Kuratowski Ryll- 
Nardzewski's (Kuratowski-Ryll N, 1965) ten- eksisteusi selektor 4emkur dari 
fungsi bemilai himpunan. Mereks memmdang Teorema k d m t  smgat penting, 
sebagai alat yang e f eW mengembngkm dan mempelajari integral fungsi 
benilai h i m p w .  Akan tetapi dalam Tewema -but memiyadm 
separabilily m g  nilai-nilai dari fiolgsi bernilai him,- H&l tersebut 
di-g sebw salah satu k e l e m h  Oleh ka~ena itu pada penelitiah ini tulah 
d i k e j h  pengintegmh Pettis untuk fungsi W a i  him- yang nilai- 
nilainya di ddam mmg Banach non-separable. Lebih tepatnya adalah menjawab 





































pa& && ini , &- h&@ :i@ah .- se&g 
&gun- ~ t &  p.- &, eh. J3t-a~ im jwga B&&e&m 
belmapa hwil ,genelitkin tm&halw, yang menjadi hdasm bagi p e & i  ddm 
l w  denganhj- penebtiarm.pada,plbnaB t a t l ~ ~  ~ ~ 
R m  ~ m &  -X &.&dnya &qp X'. mwg 
X, now &k(X) &. k&&i sm;~~ hhgqm ;UBl@m ;$ikB o w q  
yang kompak-kmvek-w&My &%ri X. N W i  @,.Z,p) nrsng uhrm 
berhingga ymg lagkip, Wotasi Bx addab bola fw :saPuan .ItertntUp dakm X. 
U e  x* E P' dm x E X, mqtasi x * ( ~ )  addah e w b s i  kgsional h e f  x' di 
, t i e  ;z.. W&& dan w&p .pads @:p1~d T & P mhg-fna~bg mh~ 
deagapw dan w*. 
pm- P:fi -+ ewk(X) &but fitn&gi :- h i m p w q  yaitur .*&' 
y w  nifai.@im bempe hm mr ymg m - k o n ~ & - ~ @ & y  
x: -pi f: + x &ebr dati F f(x) E F@): u@& s&.p 
Z E a  g & 1 9 s i f ~ ! ~ ~ ~ ~ i ~ i k a ~ s e t i a p r i ~ X *  mi 
kampo.&$ (x* 9 f): Q -+ P,&jn&~. IJ& & mm @&gar, 19n]i e y i t -  
bah- f tedm ~ r n  && jika dan hanp  ja ~smg. Bairn (X,w) &dur.  
W.Eumgsi f :  -+X &&&an kimka lnnat ,[ sbo&fy &&fe ) j& f 
meq&m &it (a@ &ti ~bafim ~ i - ~ ~ ~ I e  fb, 
K a r !  hlmplraan, r & o f & $  deagan &d ( I'). hilam bpo~%tl 
iai, ruang p r t q o i o ~ ,  cT,r] .WIJ dia'smmsikajl -r b i t a s  
d& Rlang bpd0@ V*'E,I) dklot%sh deagan (tm. c-T), p&lJ  k&&&$h 
abipmi:'&ani h~ yang.mpat (&me) aalpn? 2: ' 
fJaawtiap-tertjatas . . C c X  &w'~~" ,d iCle f la i*wi  
&':X*xpIQI) -+ Al- 


















D i m w  fungsi 6'(x8, F )  : -4 W didefisikasl sebagai 


















untuk setiap o E fl dan x' E X* 
lkgrcLpZ213 
Fzlngsi q :. ,P &&h 
tr) hartlagmi,~h p(&) = a p ( x a ) ~  d a p  a >O: dap ;x* E p. 
(ii] &*he jijh p(x" + y') : cp(ra) + cp0î ) &P 
(x*,~'>E X* X X*. 
) s&l&~ jib p hmqg6$1 pbsiaf .&:&ith 
Lemma 2.4 
Diberikm fungsi bernilai himpunan E : 0--+ cwk(X) sedemikian shin@ 
fun& 6*(x8, F) terintegral untuk setiapx* E X'. P~snyaban berikut ekivalen 
(i) F terhtegral Pettis 
(ii) Untuk setiap A E C, pemetaan : X* --.r R ymg didefinislran d e w n  
&(x*) = $' 6'(xa, F)dp kontinu atas tapoiogi TCX', X). 
Bukti.- 
(i) 3 (i), F terintegral Pds, maka hem- Definisi 2.2 terdapat 
$, F d p  E nvk(X) untuk setiap A E Z dan berlalol 


















~(x*, x) &@ga jitga m p  artls iw'. Oleh a ~WQ? ~d-km'tintt 
&. m m  [A, ,&,& bi tnpm lX@= 4& 'lcoslmg ygptg k o t l v & $ * . m  
M~ c x b e r u  p$,fx=j  ~*(x*,c) selisp X* EX'. -ya 
8k&~~tinum pz .ELt&S r@*,.X), . a h  &pihsYlraa h.impunan C w w -  
"E x* I .g 6 3 fx! X*. I &(-xq < t ) compact. l5mp.rman {Z 
*- ~-E&m @ @ t&@&p r,(,y,X) & polailya UO= 
fx E X I Ixq(x)l l 1 tint& semuax' E U'J mmphn hjmp~%a ymg weakly- 
compau I281 &em himpmm C m p d y  dan texmuat di daYm Uo, 
maka C wedk@-compa& jw Jika dipitih himpaan .G = F. twb* F 
wiut@ P&s. 
LMMla 2 5  
Dinisalkan F : cwk(X) dan C : R --r cwk(X) d w  fun@ bernilai 
himpunan ~demikian sehingga F terhtegral Pettis dan G terukur sews skdar. 
Jika unhlk d a p  x* E X' , berlaku 6'(x*, G) I 6'(xa, F) atas p - ne, maka G 


















Lemma 2.6 (w. Valndier, 19711) 
Dimidcan hgs i  bemiiai himpunan F : i2 4 cwk(X) @rub secara skalar. 
Untuk titik te.rtentu xi E X'dan £ungsi bemilai himpunan G : a+ cwk(X) 
dengan C(w) = Cf E F(w) I xgl(f) = b8(x;,  F(w))) . Maka G terukur secara 
skalar. 
Setanjut.  dhrikan pengertian multi-measures yang rnembantu untuk 
pembuMian hasil Lltama penelitiim ini. 
Dibe-kw barisan bimpunan (Cn) di dalam cwk(X). Deret LC, 
dikatakm konvergen tanpa syarat (~~ncor~ditZonaCly wnvergent) jika untuk d i a p  
barisan titit xn E Cn ( n E W) , deret Cnxn konvergen tanpa swat di d a b  X. 
Berada di dalam cwk(X). [Cascales, Ro&guez2 20043. Keluarga cwk(X) ymg 
isomefric~ily embe&d kedaiam ruaug Banach #,(Bx-) dengan pemefgan 
j:  cwk(X) --, tm(B,*), j(C)(x*) = 6'(xS, C), 
D i u i  bahwa deret En C, konvergen tpk hyarat  jika dan hanya jh &et 
x, j(G) kwergen mk akymat di drllam tm(Bx.). Dalsm kasm ini berlaku 
j ( C n  cn ) = Enj(cn) fcmh,  R o d 4 ~ ~  20041 
Deqhkit7 
Pemetaan M : E  * cwk(X) dikatakm finitely additive multi-measure jika 
M(AUB) = M(A) + M(B) uatulc setiap A, 3 E C yang d m g  asing. Selanjutnya 
dikatdm cmntably d i t i v e  mzrltz-mewwe jika untuk setiap bmisrefl h i m p m  
yang saling asing {En) di dalam C, deret En M(En) konvergen tak beisywat dm 


















Terwem 29 (Fdin, 19791) 
Dibedmn pem- M: X 4 cwk(K),mab pmnyataan berikut ekilralen: 
(i) M camtab& arMitive nnrlfi-measure 
(ii) 6*<xw, M) wmtably @five medti-mewe mbuk setiap x* € X' 
(iii) 6*(x*,M) c30untc~bly &iue md~i-measrve unbk sdap x" E X* dan ada 
c ~ a b b  additive memwe m: Z -+ X s e d e m  sehingga m(A) f MfA) 



















TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN 
Tujuan penelitian untuk tahun pertma ini adalah 
1. Menperaleh hasil yang menggambahn hubungan antam integod Pettis untuk 
fungsi bhi himpunan F k g a n  koleksi mua selek-sekktor dari F 
ymg terintegm1 Pettis. 
2. Mendapatkan kar&erisasi integral Pettis fun@ bemilai himpunan di &lam 




















Waktu penelitian 8 bulan (April - N o p b e r  201 1) dan tempat penelitiam 
di Labomtorim Matematika F.UIPA Universitas Brawijaya Tahapan 
pelaksanaan penelitian d&&hn sebagai beriht: Pertama, tim peneliti 
magaddcan persiaprql. Dalam tahapm persiapan ini dilakukan kegiatan 
penyusman agenda penelitian, pendistribwian tugas peneliti utslfiru dan 
-ya serta d i s b i  penyamam persqsi ylmg menjadi Wjujman dari pada 
penelitian. Kadua, tim peneliti baik sendiri-s& maup- bema-- 
melakukan kegiam peneluswan pustaka yang sehjutnya hgsil-basil tmuan 
pustaka yang berkaitan dengan tujuan pene1itian didiskusikan secara nrtin dalam 
tim yang melibatkan selumh anggota tim pmeiiti. Ketiga, secara bersama-sama 
tim mdai mmyusun rumwsam yang menjadi pemasalahan dan menyelesaikan 
pennasalahn tersebut. 
Metode analisis yang digunakan dalah buil kajian pustaka. Sistematika 
kajian pustaka yang dilakukan adalah dengaa mempelajari has i lh i l  perielitian 
terdahulu baik yang a& di dalam j d  maupun yang tenah dibakukan ddm 
monograph. Hasil-hasil tersebut oleh peneliti dikembangkan dengan mengandisa 
sejauh mana semua pergaratan yang ada dan menjadi pokak p e m a l h  
dalarn pengintegralan rnultifbcticm itu &pat dimauipulasi. Dari h i l - h i 1  
analisa tersebut, peneliti merekowtmksi swtu pernyataan-pernyataan baru 
Wpa Teorema-Teorema. Selanjytnya Teonema p u g  dihasilkan ada yang 
disertai bukti-bulcti dan ada pula yang ti& disertai bukti. Teorema tanpa bukti 
ini addah hasil kesfmpulan atau &bat langsung ciari hasil-hap1 sebelumnya. 
Proses pembentukan Teorema dilakukan mefalui dua uua. Perbum 
Teorema diwun berdasarlcan basil-hasil relevan yang telah dikutip dat-i tinjauan 
pustaka K e . ,  Teorema disuSun r n e W  pembentukm Lemma-Lemma terlebih 


















payus- Twrema-Teomma b m  tawbut. Pmses pembenttvkan Lemma- 



















HAS= DAN PEMBAHASAN 
Sesuai 1- (ourpul) penelitian untuk xahu  per(ama maka pada B& ini 
dEsajih beberapa hasil pemlitian yang teltelah diperoleh bempa pernyataan- 
pernyataan ddam h t u k  Teorma. 
Kmdcterisasi integral Pettis dari fimgsi beda i  himpunan yang menjadi 
bahan pembahasan addah h i 1  dari beberap peneliti [Amri, Hess, 2000, Ziat 
1997, Ziat , 2000, Casttaing, Vdadeir, 19771 ymg secara ringkas disajikan 


















Patama a .  ditunjukkan hasil yang menyatakan berlakutp implikasi 
(i) e (ifi) lnduk s e b q  rtmg Banach X 
Teorema 2.2 
Diberikan tuang Bmach X non-separable dan fungsi b d a i  himpman P : R --, 
cwk(q  terintegml Pettis. Jika f : R -+ X selekror te* seem skalar dari F, 
m t b  f terintegral Pet& dan 
BUM: 
Dimisalkan fungsi bendai h i r n p m  G : a--t cwk(X) mempunyd formula 
G ( o )  = Cf(w))  = f (o) (singletoa) mruk setiap o E R. Karena f teNkur 
secara d&r, maka menurut L e m a  2.5, f tefintegral Pettis. Sek- diambil 
G ( o )  = ff(o)) = f (4 singleton, mirkil I, f dg E $, F d p. Tabuktiah 
T- di atas. 
Teorema 5.2 ini mmperPihatkm M v m  selektor-selektor yan% terukur 
secara skalar di ddm mi bernilai himpunan yang terintegrd Pettis jugs 
terintegal Pettis. Sew aenyrut W n i s i  2.1, fungsi kmposisi (x* of) = 
x ' w )  terintegd untuk setiap x* E X*. Sq(x*,F) = swp [x* ( f )  l f E 
F) E HF atuk s e w  x* E Bx* dimapa f tenrkur secazg slcalar dm teriGltegraZ 
Pettis, betsrrti kaleksi HF dibangun oleh selekwr-selektor tersebut, yaiu selektar- 
s e l e h  ymg teNkur secaro skalar dan terintegral Pettis. 
Dengan demikim basil Teorema 5.2 ini, te1& memperlihatlw berlakunya 




















Jika bgsi bernilai h i m p m  F : n-. nwk(X) terintegd Fettis, maka F 
memuat selektor yang terintegml Pettis. 
B r r k d i ~  
Karena F terintegd Pettis, maka menurut Definisi 2.4, terdapat elemen CA = 
$A Fdp E cwk(X) untulc setiap A E E. Oleh karena itu, dapat dihmhbn titik 
;ro E C' [4], yaitu adanya suatu x$ E X* sedmikian sehingga x&) > 
x;(x) WItUk X E CA \ ( ~ ~ 1 .  
Jika fungsi beda i  himpunan G : fl -+ nuk(X) didefmsikan sebagai G ( o )  = 
u E F ( o )  I x;Q = &*(x i ,  F ( w ) ) ]  , maka mentlrut Lemma 2.6, G t e d w  
secara skalar. Karena C ( o )  c F ( o )  untuk setiap o E i l  dan E krintegd Pettis, 
maka rnawut Lemma 2.5, G juga terinkgraI PetQis derrgan $, G dg c 
Jn F dp . S a g  dirnisalkan fungsi g : R -+ X selelctor di dalm G tentu g 
juga selektor dalam F. Selanjutnya a k a  diperlEhtkan g terukuf secara skalar. 
Perhatibin bahwa 
6* (,. g G dp)  = 1 S*(x$. GI& = 1 6'(x;,  F l d p  = 6*  26, ( ,. ~~4 
Haf ini menunjulckan bahwa in C dp = {xo). Ambil x' E X" maka berlaku 
-aF(-x', G )  1 6*(xN, G)  dan 
sehingga -aa(-x',G) = 6*[x*,G) @W p- ae. Oleh hem itu x* og = 
6'(x*, G) p- ae. Ini berarti x* 0 g tesllkur. Karma x* E X* sebarang, m a b  g 
terukw secara skalar. Berdasarkan Teorema 5.2, fungsi g terinwal Pds. 




































G, : n -* cwktx) deqgan c a ( o )  = ~f E F(W) I x;@) = B*(x;) ,F(w))) 
M e n d  Lemma 2.5 dan Lemma 2.6, Ga terukur seeam skala dan terintegal 
Pettis. Kemudian menurut reorema 5.3, G, mempunyai $ekktor g,:Q -4 X yang 
terintegral Pettis. Karena G, c F, maka g, juga selektor dari F. Diklaim bahwa 
F(o) = co(&(m) I ar < K]] , untuk setiap o E R 
Untuk w E fi tmkntu dan himpunan C t co(b=(w) I a < K}) c F(a), maka 
C E cwk(X) dan ~ ' ( x ; ,  ~ ( o ) )  2 &*(xi, C )  2 x;(ga(w)) = ~ ' ( x ; .  ~(o)) 
untuk setiap e < K. Karena h i m p w { x ~  I a < K} rapat atas topologi 
r(X*, X) c X* dm pmetaan x" - I*(x*, C) dan x* H I*(x*, F(rd)] kontinu 
di &lam r(X0,X), maka diperoleh kesamaan G'(x', F(o))  = I*(x*, C )  unbuk 
setiap x* E X *  sehingga F ( ( o ) =  C. Nmpak bahwa koleksi Ifa l a < K} 
dibangull oleh kombingsi para ga dengan koofisien rasional. Dengan d e m i b  
kalehi ua l a < K} tmdiri dari selektor-selektor dari F yang terintegral Penis, 
Dari Teorema 5.2 didapat S(F,A) c jA FFdh mtuk sum A E E. Digihak lain 
untuk setiap a < K 'betlaku 
e ( x ; .  So) 2 I* (x; , F&). 
Karena {x; I a < r}  rapat atas topologi T(X*. X) c X', maka ketaksamam 
> I* (x* , I. F ~ P )  I*(x8 , m)-
b e r h  mtuk setiap x* € X'. 
Dengan demiLian S(F, A) 3 fA Fdp. Tab& bahw sA Fdp = S(F, A). 
Seianjutnya dengan bantuan hasil tentang mwlti-mt?a$ure yang diuraikan 
pada Bab 2 dapat diperlihatkan implikasi (i) (ii) dalam T e o m a  5.1 dengan 


















Suatu kolelrsi H = (h 1 h : + R} dikafakim terietegral seragam jika W terbatas 
terhadap norm 11. Ill dan untuk setiap E > 0 terdapat 6 > 0 sedemiW sehingga 
Team 5.5 
Diirilcan fungi bernilai himpunan F : fi -+ cwk{X) terintegd Pertis clan 
koleksi H, = f&*(xW, F )  I x' E Bx.). Jika integral1 tak-tentu F di defirrisikan 
sebagai 



































Dalam T e o r m  5.2 diperlihatkaa bahwa seleh-selektor yang te+ 
seoara sWar dari fungsi bemilai hlnrpman yang taintegrd Pettis akan 
taintegral Pettis. Hasil tembut m e m m  peluang mtuk mengembanghn 
ruing Ban& dengan sifirt ter~entu. 
Dimisallran f:fi + X mtu h g s i  yang tendfun secara skalar dm 
terbatas secrrra skalar. Fungsi f: Q -- X dikatalcan terba$s SWWJ skalar jilra 
terhpat M > 0 sedemikian sehingga untUk setiap x' E B,. berlaku In* 0 f 1 < -
M @ - ae). Jika fungsi yang demikian teaintegral Pettis, maka mug Banach X 
dikatakan mempunyai sifat Pertis SisIntgrcJ Property z&i C( (sifat FP- y). Den&an 
kat-a lain, m g  Bamch X dihtdum mempunyai sifat PIP- p j h  setiap bgs i  
f: 51 -+ X yang terukur secara skalar dan terbgtas secara skakr terintegreJ Pettis 
pa& R. 
S ~ P e # ~ y a n g s e j e n t r  &pat d i q j i h  sebagaiberht 
Lemma 5.7 
R u g n ~  Banach X mempanyai sifat PIP-C( jib dan hanya jika setiap fUngsi 
f: f$ -, X yang t'erint~grid Petlis ekivalen dengan k~leksi 
z o = [ ~ * ~ f  l X * E B ~ ' ) C I W ~  



















PemMaai ke asah f6aaruP, ltel& dipcdhthn  01ehTa- 5,5. Old  . h n a  itpl 
disini ..hanya cli-1 wtuk s&-+ b r e m  X mmpmyai sifat !WSP- I(, 
metka F t e d w  secam skid. Sehingga setiap *1&1 f pmg te&w s m :  
SW dsti F mamenuhi -&'(-x*, F') 5 x' 0 f S S*(x*,F) wide *@I x* E 
Bp. Kmm W p  tmin@g@l sernpn 4cdkim jygs ka1elmi PW, maka f 
terhtegal .P&s ( karena X mempyai  sifat PIP- 1). M e a m  Tmrana 5.6, - 



















KESIMPULAN DAN SARAN 
Padu bagian akhir laporan ini d i s a j h  kesianpulan dan saran yang hiss 
dimhn dbri hasiI dm pem'bahasan yang telah diurahn di atas. Berikut 
kesimpuh yang menggambarkan validasi T e ~ e m a  5.1 ymg d i p e r b  ke kasus 
non-separable. 
61. Kairpukn 
1. Teorema 5.2, mentlnjukkan berlakunya implikasi dari (i) ke (ii) pada 
Teorema 5.1 dalam kaslrs non-seperublk. 
2. Untuk h l W y a  implikasi sebatiknya, yaitu dari (iii) ke (i) dalam 
konteks yang sasna, ditunjukkan oleh h i 1  Teorema 5.6 dm akibat 5.8. 
Dalam ha1 ini ham ditambahhl swat lain pada naang Banachnyzt, 
yaitu hams mempunyai sifat SMSIP-p dan sifat PIP-p. 
3. Dalam kasu non-separable, berlakunya implikasi dari fi) ke (ii) pada 
Twrema 5.1 dihmjukkan oleh hasil Twrema 5.5. Sedmgkan mtuk 
sebalhya yaitu impliwi daui [ii) ke (i) ditunjukkan oleh Akibat 5.8. 
4. Hwil ymg d i t u n j a a  old Teorem 5.3 dan Teorema 5.4, akan 
dikeabangkan untrok rnempm1eh hasil yang d i m k m  pada fahun 
kedua, yaitu eksistemi selektor temkur dari fungsi bernilai himpunan 
pada rwang Baaach non~epffrable. Penvslitian lanjutan ini, w h g a  upaya 
pekxdcw TeOfema Kuratowski clan Ryll- Nardeweski. 
Secara mum hasil yang diperoleh pada tab pertam ini lnenyrakan suatu 
pernyataan babm peggintegalan Pems uatuk fUngsi bernjlai himpunan 
F: R --, cwk(X) dapat dike j a lm padrl m g  Banach X non-separable pttg 
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Juruaa MateaatJka Ifniwrsib Brawijaya 
November 13, all 
Eksiitensi m&tm terukw at dalam fun@ b e d h i  himpunan rneruplm dsssr &pedng 
wtuk manpelajari p e o g i n t e  fungui bernilai himpunan. M a m u t  Tgaema RyIkKmawtoski 
k e b a u b s  dektor ymg demikisa 'jemin 4% a d i h  ail& funmi bemilai himpmamya be- 
untukfungat1~a~8ihim~unsnatdaiam~ang~~ach t a n p a ~ ~ ~ ~ s b i h t e p a ~ a ~ a n  
diperlihatkan bahwa d a p  hmgsi bemihi himpunan ysng tahkqal Pettia, F : n-, mk(X) 
yaae. dide6nisib.n pada Nang teruhtr berhingga ybng beqgkkp (n, '2, p) dengan n l l a i - M  di 
dslsm suk(X) ysim hdeksi aemurr himpunaa bagh tak kcuong yang konvebw8ak3y-kcanpdc 
dari ~ a n g  B a n d  X ysag tistak periu sermable, selaIu memuat sekktm yang krinw httia. 
Untuk Batiap A E X: iK~@*psl PeLLb I, kt.& berpadanan ( m i d - )  dengsn &mu* himplman 
semna selektm ysag tdntegral Psttis dari F terhadap A. 
..- - 
i3,4,7,8,11,14, -201 aod [2l]. Semuanya itu rnempelajsri hal tersebut baaw untuk fungsi bernilai 
himpunan di dalam ruang Banach X yang selelu dianggap separable. 'Ibjuan u tam maicalah in1 
~ & k  itu dipezlukan A&-basil-heail ban-tentmug saleksi terubur (meosramble sefectims) pads 
fin@ bernilai himpunan dalam kern ruang non-sepamble. Dalam xdalah ini, not& (n, C,p) 
-- . 
addah bl&i semua himpuna~ ba& i&unaDkoaong &  bnvekgdy-kompakakdari X. untuk 
&imp himpimen tecbakul C E X d m  x' f X*, did- 6*(a*,C) = aup {xW(x) : x E G } .  
6*[z8,.F): R -t 92 @rlr&hihm ~ b f @ i  A'@'',,F)f%) = P(x',Fdt)) &lap 
t n, E Xf. S i i *  P m  m&al& ini di8- sebagrri. :. DaSepl.8eCaibn 
2 di~&jsri in-. pet& fuqgai him- & --&&*m. T m  2>l 



















iDalsmhdi41,. unkksetiap A E 22,integzaJ P&i f4 F ~ , ~ ~ ~ d e s )  d e q w  himpunan 
8emm sekcbr yang,terinteggal Pek& dari., P atm A. Daam&sa~ pe~~buktim berhkqya F- 
Z @O& ~ ' ~ a i t k e h  ,t&msepmta6k dis@h & d W  e c t h  3.: Aptam I@ teatang ad- 
8deKtoz gan$ wunW &tZw d m  'lbmm h b P e b t i s  tisvinl p u g  W deh 
&&f&,b& [IS] palu &la W.&[1Slli D b  *t*8, d f b b  kemuQgMaaflga1- 
m-1 y& .&aJlC&Dg!d~d~ ruang kbnach cl0%.9~ttZb&. hpIi&i ,[8) + '[@ dm (i) + '($$i) 
4 berUn bps. ssumsi X, &I ini barmi-, dd81El &bat 2.1 daa  fleoFema 4.1. Warn 
'TmIP& 4.2 ditunj-. (i) (id)' b&& j& X m p q @  &t. : .- wasp mt 
d p x i  F : R -t & l b [ ~ ) ,  a q k u  meam a d +  (@kk$a 6F(iP,F): iantuk x* f &k 
rnemw4 &toz y w g  t.w&w e c w ~ , , ~ . .  KonW yspk dk&k , X dibWm spkWi 8MSP- 
w( Sdm@ MmdLe  S&&r ~ P m ~ a t a s p ) . .  Untak p - e m b w  (ii) * (4) &amping X bat- 
; b e  &&$P-p: perlo .&:- && ( Pt* &&& hpeq &: #),. = id & 
aliW 4.1. 
MW-ivW bid& ditexwgkandal~~~~ LWIIm8kaIsh @ b t  tnengaw pa& w h i  sCan- 
(tar ~ , l s )  d : ~  ~ M ~ U I W  mtmpj. ktm-e 1 h ~ ~ 1 1 a t ~  P t l r u a a ~ h  k d  (~1; 
.@~u&u@tw, kBsdinslitss I@& N dan 9R m@i@-olesing dieoWkm . d m  h dan C. Ruang. Per- 
tapeIb&n (T,T) selalu dimurnsitrap Ed&. KweM;er d e w k  darj (.T,,T) ~~ d e n p  
&em { ~ , , f ~ * , r )  ysitu Waalitsi mi&d &I himpuaan ,Tang d h  3: b i w y a  di&&,t 
d@(T). -w + di- reail: ~ u a n g  ~~ 'aac lh  myatakan x dm Y: B X  
boU s&uan t s l t u t u p ~ d ~  X, X* adds$ d d : d i u i  X. Dibedbu z* E X' dan x E X , not& 
< x+,x > atau x*(xj rrdelah edu.wi d& x*, di r Wea8-: &an w i d '  pa& tog&@ T dnan P 
kkw~&&nw&g tlinoW&m tiengam @ daq w- . D l b 6  w m  t& bmg I', n o w  g@) 
acE,d& kelwg(t. aculua Wgi ybuy tc~b(ttw &,:T tlnu C(K]  ad& keluaxga~w bagti 
kontlrtu topolopi- K kompak yaag.dih&+ d- nonneupamm. Suatu Wi f : W -P X 
&&&&,.- -.* (s&tly .m-ble) ,* && eqj a* e X* , po~isi(~',f) 
= Z w @ f : @ ~ ~ ~ ~ . ~ ' ~ E ~ [ ~ ~ . f ~ ~ ~ 8 ~ j i k a d a n h a n ~ 8 f ~ ~  
(X;w)-h&w. Dihtabn jup& m, kmgsi f terkkgral Petb jb. 


















. m t . ~  wtiom id adaW mmperlihatksll bduw setiag Set dd yaw W i d  Pet& 
raemilihi seW~-aed& y.angk~tnt,eejral Pet%& (?Ikcmma~2.2). Uotuk itu, d%p?xluh bebempa 
wli~anm&im,&q~ t : 9: Xi -t '8 &jb& h m , p i & w  rp(&) = 
&(x*j nnttlk &Map u > 0 d m  ?* E X*. PP dkam mba&fitiw,& &xw -Cg) 5 ds ' )  + dy*) 
Wvk &tt& m a n  cxa,fr') E Xw x X'.p d i b e  .dW.r jiir. ia homagea ,&w d m  
,wb&6tive. J i  C E d X ) ,  malrs @m x9 -r 6*'[39,.C) nmmpsiba fmg&nal & B & W  
di ibhm XC yaag h&in~-r (X ' ,X) .  Dalem hd ini bentilk ~ C X . * , X ~  ad@& 'R@plogi m y  
p~& Xa, .  @V,U tmpoIopi y m g  kanvqe 8 e r m  pad$ h i a i m  b&aa ymg k o m , p & W  ( 
we&& mmpqad 1 dai X IlK, gZ1.41; 'Dalam Z'wre~~a Madq-AKns, &u& bahmcm, r(XL,X] 
menvprttcan ,@aiogi finest b&iIgi tmuez pa& X+ yaxq d d  fqo- &&ah X , altibgga w?- 
d&e dsn r(x\~)&@an& aeparftln &I& i W i & p . h b @ ~  ba@&yaag aOn& C C X* [16, 
~ZZ..42') 16, $20146B)E, 
bnwzi* 2.L D i b e d w  stt uohrerl: F : I1 + wh(Xj sdm%w mga 6*(xW, Ff tmistegml unkk 
setiap a?* E X'. mnh pecRy*BYn he* &&. 
5*(@*,A, F@J hnt'i-T(;Y!, X ) ,  makg pememm .x ,H %b(z',jF)& loonb@u-r(X*,X). 
Sebslikrqrcp, @i A G X. K,arm & mWer dqn . b n i i u - ~ ( x * , x ] ,  m&. mf.uic sethp t E LB 
h k p ~ ~ ~  (s* :* E* .: 4@' 5 t)f .konmh! den bertntup iterkfap ?(X*,X): dm ittg* tertutap 
tethadap w*. Sehqjub~lbrrhwa & ffwr termiihntiautiauterh&g ui*. B e W k a n  4 ,  %rema 
Q.61 m&a unt& hiin* rsk kmmg lgvebg daa t a W C  c X,  &$w,W :&(@'I -6(@7,.C) 
untnzr ,Wit x" E XI. Dad W ~ ~ ~ ~ B P - T ~ ( X ' , X ) , & ~  .&iqpllrap k& bahva C ww&- 
kompalc yang t& mja himp~an U = {x* E E : &&s*) < 1) h.(x* G X* : 93-4 e 1) 
me~up&&an per&&W~o@terhsdap 7{xm,X) .  S&&g8 WkU U* = { x E  X : Ile*{$)l 5 1 Wumtuk 
seOIsp iz* c" EX'); m@rap&+a hkp-8 yang w~x~&y-lrmnaak,[16, @l.4.1]. Kmw. C W?ahp 
w&y yang  ten^%& d3 d a h  Ua,, ma;lhr C w d p -  0 
&& : I3ib- +* e X*, & 
-p(-a?,F)= iaf &*(a) : r ER] 5 sup :~X*(S) :a E G);' = 6 [ x m ,  G)) 5 ~'Ix*,@ 
- ae by[g", Wink.@. Amb'd A E 6. Pexwtwi~ 8 . w M d W e  b 
5 unduk seofap 5. E Pa sehehing;eEa. 



















AMW a.1. ~ i s a l  sef witted F : n -+ ctuic(x) P B ~ ~ S B .  a n  3: R -+ x s w r  t a ~ r  
s w m  skolw dwi F, mako t daante& Pat& don 
: M m k  Mxma 2. 3. G tmuliur sksk. .Kamis GYoJ) C FtuEJ) r b  F W~kgral %is, 
malra berdadan Lermaa 2. 2, Q t.erintqd P&k, dan JA G& c F&r. LlhbBem g : -+ 
X ekk'tor llarl G, tab g jugs @tor deFi F. ".Tlmfls;sl d 6 p e r ~ ~  g t.et&s seems i-. 
r,fx$, / G#+)= .&'[4$)@ 
n n 


















dam jw 8*(a ; t , 'm]  2 Ksrena. f;o; : 4, < IC) hpst ter- T(X*.,,,X) didam 
set'iapx* E X'. *at 
a;, 
Atcibat $.a, m$mkn X' sm&e-~. J* set aolUedB : 61 -+ mh(X) tW'RWmEPectis, 


















DedhiSi 3.1. Pmejaan M : E -t e&(X) &@&a*@&&& &$&&h enr maskm%jiko M(A,U 8) = 
M ~ A ]  +M(.@ w& A, B 6 z. craia. w, CMWL~'U&%- 
tive m*meossn jiAa :u&k mBiop bwhunM) hp-n gang ah# a&$: 4%) cSi d&m Z, d d  
C, M(E,) k~nbeqwvta& bbar9ywvzd dorr i'ik(ul&). ='cniif[EB). 
4 !I(.a.t-akterisasi gengW~akm Pd$.b istiuk set. valued 
Wa; ?ageit lbbali  i)abws lnslwrga B deri fun&-  'id yang t e & t d  pe& n dlHs;tslhsn 
8 e ~ w . g k a  terbatas &h&p II,.J1 dm mtnk &&I E @ tternp~t 8> 6 sedernakisa 



















6 > ll~$[A) > Wp l (e,~v)~,[k)  = aup 
F€&. *I 
Selanjutrqa a h  diwbh i m p h i  {iii)e,(%) pads 1 Basus non-sqnlliMe. 
P81abuktii iai d l i h d  &. beberepa ide [IL, Tmmw 3.9:8&n 6.4. Baaacb X 
dikathkm Enuqp- ~~~ Neiw&k 9eW &per& terhadap: # ~~ fi; - $MSP, j h .  
wtie set dued k m k & a  F : n -+ &(X) ~ u n y s i a l e k t o ~ y a n g  tmukm aecara, skalw. 
Twrema 4.2. Dimisd6Ko~ m n g  B a w h  X liarstfat p - SMSP. J& set u o l d  F : C? -+ c w k p )  



















Akibat 4.1. LXuahhn ruang Banach X bedfat p - SMSP don p- P I P  sertia F : R -+ m L ( X )  
set valued. Maka F terintegral Pet6w jika dun hanya jib kefwnya W~tarintsgml semgam 
ll] R.J. A m w m  I ~ f q d  qf setudued ji~wtcons, J. Math. Anal. AppL 12[1966), 1-12. 
14 B. O d e s ,  V. -a, d m  3. Radrigum, Tke Pe* IP& for multi-dual Jimctiw &a 
*le-v&ed mx 3. Math. Ansil. Appl. 3 S Z ( ~ ) p l ,  1-fO. 
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AppL 297E2004~0.2,54W'0-560. 
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W - P o d  W44kjyxr peQu$t jolfh6ah nvtijgrod;Epot-CvM@nj$i Ta'rS1 N hrl la 
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